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Resume 

Le but de ce travail est de determiner les algebres quasi-filiformes, c'est-a-dire dont le nilindex est 
egal a dim(0) — 2, qui possedent unc structure complexe. Rappelons que le cas filiforme (le nilindex 
est egal a dim(g) — 1 est deja connu). 

Mots clefs :Structures complexes. Structures complexes generalisees 

1 Structures complexes sur une algebre de Lie 

Soit g une algebre de Lie reelle de dimension paire. 

Definition 1 Une structure complexe sur q est un endomorphisme lineaire J tel que : 

1. = -Id, 

2. N{J){X, Y) - [J(X), J{Y)] - [X, Y] - J{[J{X), Y]) - J{[X, J{Y)]) = VX, F e g 
(condition de Nijenhuis). 

Une telle structure definit une structure complexe invariante a gauche sur un groupe de Lie connexe 
reel d'algebre de Lie g. Rappelons que les algebres de Lie nilpotentes munies d'une structure complexe 
sont entierement determinees pour les dimensions inferieures ou egales a 6 (voir [7] et [8]). Dans le cas 
general, le seul resultat concerne la classe des algebres de Lie filiformes. Rappelons qu' une algebre de 
Lie est dite filiforme si son nilindice est maximal, c'est-a-dire, s'il est egal a dim(g) — 1. 

Proposition 1 Si q est une algebre de Lie filiforme de dimension paire alors elle n'admet pas de 
structures complexes. 
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Dans on montre dans un premier temps la non-existence de structures complexes sur I'algebre de 
Lie filiforme £211 {n > 2) definie dans la base {^o, Xi, . . . , X2n} par : 

[Xo,X,]=X,+i, l<i<2n-l, 

On generalise ensuite ce resultat a toute algebre de Lie filiforme g de dimension 2n en remarquant que 
I'cxistence d'une structure complexe implique une decomposition en sous-algebres = 0i 02 011 0i et 
02 sont de dimension n. Une telle decomposition est impossible dans £211 et done dans toute deformation 
de cette algebre. Comme toute algebre de Lie filiforme de dimension 2n est une deformation de £211, on 
en deduit le resultat. 

Cette proposition a ensuite etait demontree dans [5]. L'approche est tout a fait differente et repose 
sur la notion de structures complexes generalisees. Nous allons utiliser cette approche pour examiner 
I'existence de structures complexes sur d'autres classes d'algebres de Lie nilpotentes. 

2 Structures complexes generalisees sur une algebre de Lie 

2.1 Definition et lien avec les Structures Complexes 

La notion de structure complexe est definie dans le cadre general des varietes differentiables. Dans 
ce travail, nous allons nous interesser essentiellement au cas des structures complexes generalisees inva- 
riantes a gauche sur un groupe de Lie. La definition est alors de nature purement algebrique et s'exprime 
uniquement en terme d'algebres de Lie. C'est dans ce cadre que nous allons rappeler cette definition. 

Soit une algebre de Lie reelle de dimension 2n. Notons par 0* I'espace vectoriel dual qui s'identifie a 
I'espace des formes differentielles de degre 1 invariantes a gauche sur un groupe de Lie connexe d'algebre 
de Lie 0. II existe done sur 0* une notion de differentielle exterieure. Par exemple, si a € 0*, alors 
da <E A^(0*) et est donnee par da{X,Y) — —a[X,Y] ou [, ] est le crochet de 0. Sur I'espace vectoriel 
® 0*, on definit unc multiplication, appelee crochet de Courant, par : 

[X + C,Y + f]l = [X, Y] + Cxv - CyC - ^dilxv - IyO- 

pour tout X,Y G 2, ^jf] € 0* et Ixi] designe le produit interieur de X sur 77. Cette operation est 
antisymetrique et verifie I'identite de Jacobi (notons que dans le cadre general des varietes differentiables, 
ce crochet se definit sur la somme du fibre tangent et du fibre exterieur, mais ce crochet ne verifie pas 
necessairement I'identite de Jacobi). Ainsi ® 0*, muni du crochet de Courant, est une algebre de Lie 
reelle de dimension 4n. Cette algebre de Lie est une algebre de Lie quadratique. En effet il existe aussi 
un produit scalaire donne par : 

{X + ^,Y + r^) = ^{aY) + v{X)). 



Definition 2 Soit g une algebre de Lie reelle de dimension paire 2n. Une structure complexe generalisee 
sur est un endomorphisme lineaire J de ® 0* tel que : 

1. = -Id, 
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2. J est orthogonal pour le produit scalaire { , ), c ' est- d- dire : 

{J{X + 0, J{Y + r])) = {X + ^,Y + n) VX, Y e x(M) v^, v e x*{M), 

3. Si L est I'espace propre de J correspondant d la valeur propre +i, alors L doit etre involutif par 
rapport au crochet de Courant, c 'est- a- dire [L,L]c C L. 

Remarquons que le produit scalaire est de signature (2n, 2n). La sous-algebre i de ® fl* est un espace 
isotrope 

{X + ^,Y + r,) = 

pour tout X -\- ^,Y -\- T] e L. Comme il est de dimension 2n, il est maximal isotrope. Considerons sa 
projection sur q. On notera par k la codimension de la projection de L sur g. II est clair que 

< fc < n. 



Definition 3 Si k est la codimension de la projection de L sur q, on dit que la structure complexe 
generalisee J est de type k. 

Examples 

1. Soit fi une algebre de Lie reelle de dimension 2n munie d'une structure complexe (classique) que 
nous noterons J : 

J : 

et cette application verifie 

J2 = -Id 

et la condition de Nijenhuis 

7V(j)(x,y) = o 

pour tout X, y e 0. Cette structure permet de definir une structure complexe generalisee 

Jj : e 0* ^ e 0* 

en posant 

jj(x^i) = -j{x) + r{i) vxG0V^G0*. 

II est facile de verifier que J7j = —Id et I'orthogonalite de Jj. Si on note par Tj^ et T_ les espaces 
propres de J associes aux valeurs propres +z et —i alors le +i-espace propre de Jj est : 

L = T_ © (T+)* 

On constate que Tinvolutivite de L par rapport au crochet de Courant est equivalente a ce que T_ 
soit une sous-algebre de 0. Cette structure generalisee est done de type n. 

2. Soit une algebre de Liereelle de dimension 2n munie d'une forme symplectique w, c'est-a-dire 
d'une forme de degre 2 antisymetrique verifiant 

J a;"=a;Aa;---Aa;7^0 

\ rfa;(X,y,Z) =a;([X,F],Z)+a;([F,Z],X)+a;([Z,X],y) = 
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Une telle forme induit im isomorphisme, toujours note uj : 

w : — >Q* 

par uj[X) — Ix^- On definit alors la structure complexe generalisee 

X : © fl* ^ © 0* 

de la fagon suivante : 

J^{X + ^ Lo{X) + L0-\^) VXGsVeefl*. 
II s'agit d'une structure complexe generalisee du type puisque son +«-espace propre est 

L = {X -i Ixuj : X e (g) C}. 

Nous avons, ci-dessus, donner les deux cas extremes de structures complexes generalisees. En general, 
d'apres [S], toute structure complexe generalisee du type k pent s'ecrire comme une somme directe d'une 
structure complexe de dimension k et d'une structure symplectique de dimension 2n — 2k. On en deduit 
que toute structure de type est definie a partir d'une structure complexe sur et que toute structure 
de type n est donnee par une forme symplectique sur 0. 

2.2 Approche Spinorielle 

Soit T I'algebre tensorielle de © 0* et / I'ideal engendre par les elements de la forme {X + ^ X + 
+ + : X + ^e0® 0*}. L'espace quotient C = T/I est I'algebre de Clifford de 0* 
associee au produit scalaire ( , ). Comme C est une algebre associative simple, toutes les representations 
irreductibles de C sont equivalentes. Par definition, une representation spinorielle (j) : C EndR{S) est 
une representation simple de C sur S et l'espace S est appele l'espace des spineurs. 
Dorenavant, on considerera S = A0* avec la representation spinorielle definie par Taction de Clifford 
suivante : 

o: 0e0*xA0* ^ A0* 

{X + ^,p) ^ {X + 0o p^ixp + ihp. 
Soit p E A0* un spineur non-nul. On definit I'ensemble ip C © 0* par : 

Lp = {X + ee0©0* : iX + Oop = 0}. 

On constate que Lp est un espace isotrope. On dit que p est un spineur pur si Lp est maximal isotrope. 
Reciproquement, si L est un espace maximal isotrope, on pent considerer I'ensemble Ul des spineurs 
purs p tels que L — Lp. Dans la cas particulier oii L est le +i-espace propre d'une structure complexe 
generalisee, on peut alors prouver que I'ensemble U l est une droite engendree par le spineur pur : 

p^n e^+"^ 

oil B, oj sont des 2-formes reelles et fl = 9i A ■■■ /\ dk, oil 6i, ... ,9k sont des formes complexes. De plus, 
on deduit de [T] (proposition III. 2. 3) que LO L = {0} si et seulement si : 

u;2"-2'= A f7 A II 7^ 0, (1) 

L etant le +i-espace propre de la structure complexe generalisee. Dans [6], on demontre aussi que la 
condition d'involutivite sur L est equivalente a la condition d'integrabilite suivante : 

3X + e e e 0* / dp = (X + e) o p. (2) 
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2.3 Cas des algebres de Lie nilpotentes 

On considere une algebre de Lie reelle nilpotente de dimension paire q. La suite centrale descendante 
est donnee par : 

0° = 0, 

On note m I'indice de nilpotence de g. Dans g*, on considere la suite croissante des sous-espaces Vi oii 
les Vi sont des annulateurs des g% c'est-a-dire : 

i Vo^ {0} 

1 V^ifE 2*\ f{X) = Q,yX e 0'} . 
II est clair que Vm — 9* ■ Notons la definition equivalente 



Definition 4 Soit a une p-forme sur g. Le degre de nilpotence de a, note par nil{a), est le plus petit 
entier i tel que a € /\^Vi. 

Supposons que g soit munie d'une structure complexe generalisee du type k. On peut ordonner 
les formes {^i, . . . , Ok} par leur degre de nilpotence et les choisir de fagon que {Oj : n\\{6j) > i} soient 
lineairement independantes modulo Vi. On montre dans [2j qu'il existe une decomposition = 9iA - ■ -AOk 
telle que : 

a) nil(6'j) < nil(6'j) si i < j, 

b) pour chaque j, les formes {9j : nil(0j) > i} sont lineairement independantes modulo Vi. 
Une telle decomposition sera dite appropriee. 

Theoreme 1 Si q est une algebre de Lie nilpotente munie d'une structure complexe generalisee, le 
spineur pur p correspondant est une forme fermee. 

On en deduit 

CoroUaire 1 Si on choisit une decomposition appropriee pour Q, alors 

a) dOi ^X{{9j : nil{9j) < nil{9j)}). En particulier 

d9,eli9,...9,_,). 

b) Si dim{ ^y ^ ) — 1 alors, ou bien il existe un 9i de degre de nilpotence j ou bien il n'en n'existe pas 

de degre j + I. 

Remarque. Suppposons qu'il existe un certain j > a partir duquel : 

dim(-^^) = 1 Vi > j; 
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S'il n'y a pas de 9i de degre s> j alors, en utilisant le resultat precedent, on deduit qu'il n'en n'existe pas 
pour tous les degres superieurs a s. Ceci nous permet de donner une majoration des degres de nilpotence. 
Du corollaire [U on deduit nil(0i) = 1. Si j > 1, on a alors ml(02) < j- En effet, dans le cas contraire 
il n'existerait pas de 9i de degre j et done de degre superieur ce qui nous menerait a une contradiction 
car nil(02) > j- Par induction, on peut egalement demontrer que m[{9i) < j + i — 2. Si j = 1, par un 
raisonnement analogue on obtient mi{9i) < i. 

Theoreme 2 Soit g une algebre de Lie reelle nilpotente de dimension 2n munie d 'une structure complexe 
generalisee du type k> 1. S'il existe un entier j > tel que : 

dim{—^^) — 1 , > j 

alors k est majore par : 

^ ^ r 2n - niZ(g) +i - 2 si j > 1 

~ [ 2n — si j = 1. 

Demonstration. Supposons j > 1. D'apres la remarque precedente, TA\{dk) < j + fc — 2. Alors tous les 
01 . . .9k appartiennent a Vj+k-2- Comme fl Afl ^ , on a 

dimy^.|_fe_2 > 2k. 

9* 

Par ailleurs, dim Vj+k-2 = 2n— dim (— ) et de plus 

Vj+k-2 

0* _ ^"il(B) ^ ^ Vj+k~l 
Vj+k-2 Kil(£i)-1 Vj+k^2 ' 

done la dimension de Vj+k~-2 est egale a 2n— nil(g)+j + /c — 2. En remplagant dans I'inequation ci-dessus, 
on obtient finalement : 

k < 2n- ml{g) +j -2. 
Pour J = 1, on procede de la meme fagon en prenant ml{6k) < k. 

Remarque : Application au cas filiforme. Si g est filiforme, ce theoreme permet de retrouver le 
resultat de ^Sj. En efFct m — 2n — 1, j — 1 et done k < 2. II n'existe done pas de structure de type n sauf 
si n = 1 mais dans ce cas I'algebre est abelienne. Nous allons maintenant regarder le cas quasi-filiforme 
donne par m = 2n — 2. 

3 Etude des structures complexes sur les algebres quasi-filiformes 

3.1 Classification des algebres quasi-filiformes graduees 

Soit g une algebre de Lie nilpotente de nilindice to. EUe est naturellement filtree par la suite centrale 
descendante : 

g" = g D gi D g2 D • • • D D • • • D g"^ = {0} . 
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On peut alors associer une algebre de Lie graduee, notee gr{Q), et definie par : 

i=i » i=i 

dont le crochet est donne par : 

[x + g\Y + = [X, Y] + fl'+J , vx e fl'-i , vy e 0^'-^ . 

Cette algebre est appelee la graduee de g. Lorsque g est isomorphe a grg, g est dite graduee naturellement. 
On dit que g est une algebre de la forme {pi, . . . ,Pm} si dim Wj = Pi. Remarquons que ^^(g) est de la 
meme forme que g. 

Une algebre de Lie nilpotente est filiforme si et seulement si elle est de la forme {2, 1,1,...,!}. On en 
deduit que I'algebre graduee d'une algebre filiforme est aussi filiforme. 

Definition 5 Soit g une algebre de Lie nilpotente , on dit que g est quasi-filiforme si son nilmdice m 
est dimg — 2. 

Si g est quasi-filiforme, il existe deux possibilites : 

1. Soit g est de la forme ti = {pi — 3,p2 — 1,P3 = 1, . . . ,Pm = !}• 

2. Soit g est de la forme tr = {pi = 2,p2 = 1, . . . ,pr-i = l,Pr = 2,pr-+i = i,---,Pm = 1} ou 
r e {2,...,m}. 

Proposition 2 Soit g une algebre de Lie quasi-filiforme graduee naturellement de dimension 2n et de 

la forme tr oil r G {1, . . . ,2n — 2}. II existe alors une base homogene {Xq, Xi, X2, ■ ■ ■ , X2n-i} de g avec 
Xq et Xi dans Wi, Xi e Wi pour i £ {2, . . . , 2n — 2} et X2n-i & Wr dans laquelle g est une des algebres 
decrites ci-dessous. 

1. Si Q est de la forme ti 
L2n-i e ffi (n > 2) 

[Xo,X,] =X,+i, l<i<2n-3. 

2. Si g est de la forme tr ou r ^ {2, . . . , 2n — 2} 

(a) &zn,v', n>3,r impair, 3 < r < 2n — 3 

[Xo,X,]^X,+i, i = l,...,2n-3 



[Xi,Xr-i] = { — ly ^X2n-l, i = l,...,^^ 



(b) Xz„,2n-3; " ^ 3 



(C) 9l6,. 



[Xo,X,]^X,+i, i=l,...,2n-4 

[Xo,X2„_l] = X2n-2, 

[X,,X2n-3-^] = {-iy-^X2n-l, i= l,...,n-2 

[Xi,X2n-2-i] = i-iy-Hn - 1 - i)X2r.-2, i= l,...,n-2 



lXo,Xi] = Xi+u i = 1,2,3 

[Xi- X2] = Xcj, 
[Xl, X5] = X4, 
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Les crochets non ecrits etants nuls, exceptes ceux qui decoulent de I'antisymetrie. 

Pour obtenir cette classification, il suffit de reprendre celle qui a ete faite dans cas complexe [1] et [3]. 
Par exemple, si g est une algebre quasi-filiforme de la forme ^3 et de dimension 6, il existe une base 
{Xo,Xi, X5} telle que 

[Xq, Xi] = Xi+i, i ~ 1,2, 3, 
[Xi,X3]=bXi, 

[Xi,X2]=bX3-X5, 

Quand a — b = 0, g est isomorphe a I'algebre £6,3- Dans le cas contraire, on considere le changement de 
bases 

Yo = aXo, Yi = f3Xi + Xq, Y2 ^ af3X2, Y3 = a^/^Xg, Y4 = a^pX^, Y5 = -api^X^ 



si 67^ -\/|a| 
si b= \/\a\ 



avec P = { ^ ^/^^ . , /]— r et a = bf3 + 1. Les crochets sont alors donnes par 



[ro,K,] = r,+i, z = 1,2,3, 

[Y5,Yi] ^ 5Yi, S ^ ±1. 

En faisant un dcuxieme changement de base, on voit que g correspond aux algebres T6,3 pour 6 — 1 et 
0^6, 3 pour 5 = ^1. Notons que dans le cas complexe, les algebres 16,3 ^6,3 ^0^^* isomorphes. Au dela 
de la dimension 6, le precede de construction dans le cas complexe donne la classification reelle. 

Corollaire 2 Soit g une algebre de Lie quasi-filiforme de dimension 2n . II existe une base {Xq, Xi, X2, ■ ■ ■ , -'^'2x1-1} 
de g telle que : 

1. 5*1 grg ~ © R (n > 2), 

[XQ,Xi\^X,+i, l<i<2n-3, 

X,] = Y.lZ~lo+i 1 < * < J < 2n - 3 - 

[X„ X2n-l] = E'"7+2 Cl2n-lXk. 1 < Z < 2n - 4, 

2. Si grg ~ ilzn.r n > 3, r impair, 3 < r < 2n — 3, 

[Xa,Xi] = Xi+i, i = l,...,2n-3 

[A0,-^2n-lJ — l^k=r+2 '^0.2n-l^k, 

[x^, X,] = eH~1,+i cl^x- 1 ^ . / . ^ , ...... 

[X,, X2n-l] = Ct2n-iXk, 1 < z < 2n - 3 - r. 



^2n-2 ^fc 
jk—r 

[Xl,Xr-l] = X2n-1 

-1) I V 

jk=r+l '^i,r-i^k^ ^ ' :i 2 



[X„Xr-^] = (-1)(^-1)X2„-1 + E'";+l C^r-^Xk, 2<l< 
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3. Si gTQ ~ Tzn.zn-s " > 3, 

[Xo,X,]=X,+i, z = l,...,2n-4 

[Xo,X2n_l] = X2n-2, 

X,] = ET=~1,+i Cl^Xu, 1 < z < J < 2n - 4 - 

[Xi,X2„-4] — X2n~li 

[X^, X2„-3-.] = (-l)(^-i)X2„-i + Cf^^,;!3_,X2„_2, 2 < z < n - 2, 

4. Si grg ~ 9^6, 3 alors g ~ 

[Xo,Xi\ = X,+i, 1 = 1,2,3 
[Xi, X5] = X4. 

La base {Xq, Xi,X2, . . . , X2„_i} ainsi definie est appelee base adaptee de g. 

3.2 Structures complexes sur les algebras de Lie quasi-filiformes 

Dans cette partie, nous allons chercher les algebres de Lie quasi-filiformes qui possedent une structure 
complexe et done une structure complexe generalisee du type k — n. Si g est de la forme ti, le theoreme 
[2]implique k = n — 2. L'algebre g est alors isomorphe a £3 © M. On verifie que cette algebre admet une 
structure complexe associee au spineur 

il = (cjq + i^\) A (uj2 + ii^-i) 

{tJo, wi, 0^2, W3} etant la base duale de la base homogene {Xq, Xi, X2, X3} de la prposition [2l Supposons 
que soit une algebre quasi-filiforme de la forme tr avec r > 3. D 'apres le theoreme ^n — k<r. 

Lemme 1 Soit une g une algebre quasi-filiforme de la forme tr avec r > 3 admettant une structure com- 
plexe generalisee de type k. On peut alors trouver des formes 9i . . .9k associees a la structure complexe 
generalisee verifiant I'une des deux conditions : 

nil{Bi) = 1, nil{e2) = r, nil{e-i) = r + 1 . . . nil{ek) =r + k~2 

ou 

niliOi) = 1, ml{d2) = r, niliOs) =r... ml{9k) = r + /fc - 3 
Dans ce dernier cas, on a k < r. 

Demonstration. Considerons une decomposition appropriee {^i . . .9k}. On deduit du coroUaire ([!]) que 
nil(^i) = 1 et nil(6'2) € {1, 2, r}. La condition [T] impose alors nil(6'2) — r cat dimVi = 1 et dimV2 = 3. Le 
corollaire ( [T]) implique alors : 

nil(6lj_i) < nil(6'i) <r + i-2 i = 3,...,k 

II y a done deux valeurs possibles pour nil(03) : 
1. nil(6'3) = r + 1 

Supposons que nil(04) = nil(03) = r+l, les formes 64 et 9^ apparticnnent alors a Vr+i et puisqu'elles 
sont independantes modulo Vr, on a dim{-^) > 2 oii dim(^ii) = L On en deduit que nil(6'4) = 
r + 2. Ainsi, on peut demontrer que 

ml(9i) = r + z — 2, pour z = 3, . . . , fc. 
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2. nil(03) = r 

De fagon analogue, on montre que TiiliOi) = r + i — 3 pour i = 3, . . . , /c. Dans ce cas, on remarque 
que, si fc = r, le nilindice de Or est egal a 2r — 3 et alors dimV2r-3 > 2r. Ceci est impossible car 
dimV2r-3 — 2r ~ \. Ainsi k < r. 

Exemple. Considerons une algebre quasi-filiforme g de dimension 6 definie dans la base {^Oi Xi, . . . , X^} 
par : 

[Xq, Xi] ~ Xi-^-l, 1 = 1,2,3, 
[Xi, X2] = X5, 

[Xi,X5] =5X4, 5 e {0,1,-1}. 

Supposons que q admet une structure complexe, on pent lui associer une structure complexe generalisee 
du type fc = 3 et un spineur : 

17 = 6*1 A 6I2 A 6*3, 

6*1, 02 et 63 etant des formes complexes. Notons que cette algebre est de la forme et d'apres le lemme 
precedent les nilindices correspondants sont : 

nil(6'i) = 1, nil(6l2) = 3, nine's) = 4. 

Les formes complexes di, 62 et 6*3 peuvent done s'ecrire de la fagon suivante : 

9i = Xqujo + XiLOi, 

02 = Poujo + filial + /32W2 + /33W3 + /35W5, 

6*3 = 7oWo + 71^^! + 72W2 + 73W3 + 74W4 + 75t^5 

oil Ai, /3i, 7i £ C, 74 non-nul et /33, /Js ne s'annulant pas simultanement. De plus, la condition 9iA6i 0, 
est equivalente a ce que la partie imaginaire de AqAi soit non-nuUe. Le coroUaire ([1]) implique : 

' /35A0-/33A1 =0 

-73/^3^1 + 74/^2Ai + 75/33-^0 = 
' 74(/95Ai + <5/33Ao) =0 
-73/^5^1 - <574/32Ao + 75/35^0 = 

Des premiere et troisieme equations, on deduit : 

xl + sxl = o 

Pour S = 0, ceci nous mene a une contradiction avec 9i A 9i ^ 0. Si S = —1, on obticnt Ai = ±Ao et 
comme le spineur est defini a une constante de multiplication pres, on pent prendre 9i — loq ± lui ce qui 
contredit aussi 0i A9i ^ 0. Finalement, quand S — l,\e spineur fl — (cjq + iuji) A {ujs + 1075) A {uj2 + ii^i) 
est associe a une structure complexe de g. Ainsi I'algebre de Lie g admet une structure complexe si et 
seulement si (5 = 1. 

Theoreme 3 Soit g une algebre de Lie reelle quasi-filiforme admettant une structure complexe. Elle est 
alors isomorphe ou bien a I'algebre de dimension 4, £3 R, ou bien d Valgebre de dimension 6, 1X6,3. 

Demonstration. Soit q une algebre reelle quasi-filiforme et de dimension 2n de la forme 011 r G 
{1, 3, . . . , 2?T. — 3}. Supposons que q possede une structure complexe, on peut lui faire correspondre une 
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structure complexe generalisee du type k = n. 

Pour r = 1, nous avons vu que g est isomorphe a £3 © M et que cette algebre possede une structure 
complexe. Dorenavant, on supposera r e {3, . . . ,2n— 3}. En appliquant le theoreme [Het I'inegalite : 



ni\{0k) - m\{0n) < nil(g) 

a chacune des possibilites du lemme [1] il en resulte que : 

1. Si nil(03) = r + 1 alors m\{dk) = r + k — 2 et done : 

n = k < r < n =4> r ~ n. 

2. Si nil(03) = r alors ml{9k) = r + fc — 3 et de plus dans ce cas k < r, done : 

n = k<r<n + l =^ r = n + 1. 

Par ailleurs, I'algebre graduee gr{Q) doit etre isomorphe a I'une des algebres de la proposition O Ainsi 
on obtient les cas suivants : 

1- 5^(0) ^ ^zn.t, n> 3, r impair, 3 < r < 2n — 3. 

(a) Quand nil(03) = r + 1 alors gr{Q) ~ £211, n avec n > 3 impair. 

Notons que pour n = 3, on retrouve I'algebre de I'exemple 13.21 avec (5 = qui ne possedait 
pas de structures complexes. Supposons n > 3. Si {Xo,Xi, . . . ,X2n-i} est une base adaptee 
de 0,et si {loq, loi, . . . , u>2n-i} est la base duale, alors 

01 = AVo + A}wi, 

Comme 0i A d02 = 0, en regroupant les termes cjq AtJi Acj^-i, ujq AUJ2 Aujn-2 et Awa Aa;„_3 
dans 01 A d02 on deduit que 

= A^"-! = 0. 

Ceci est impossible car m\{02) = n. II n'existe pas dans ce cas de structures complexes, sauf 
si n = 3. 

(b) Supposons nil(6'3) = r alors .gr(g) ~ £211, n+i avec n > 4 pair. On pent ecrire 0i et 02 de la 
fagon suivante : 

01 = AVo + A}wi, 

(72 — Z^k=0 '^2^k + ^2 W2n-1- 

oia {wq, wi, . . . ,a;2n-i} est la base duale d'une base adaptee de g. Comme 0i A d02 — les 
coefRcients correspondants aux termes wo A wi A aj„ et wq A a;2 A u>n-i, donnent : 

r a;a2"-i - \\x'^+^ = 

I AiAr-^=0 

Comme 0i A 0i 0, on deduit que A2^^ = Aj"^^ = ce qui contredit nil(6'2) = n + 1. 

2- gris) ^ l2n,2n-3; > 3 

(a) Quand nil(03) = r + 1 alors (7r(g) ^ 16,3- Dans ce cas g est isomorphe a I'algebre de I'exemple 
13.21 avec S = —1 qui ne possede pas de structures complexes. 



11 



(b) Quand nil(6'3) = r, gr{g) ^ Is,^ et il existe une base adpatee {^o, Xi, . . . , X7}de g dont Ics 
crochets verifient : 

[Xo,Xi\ = X,+i, z = l,...,4 

[Xq, Xj] = Xq, 

[Xi,Xi] = Y.k=i+2 '^ti^k, i = 2, 3 
[Xi, X4] — Xj, 
[XijXq] = 2X(i, 

Dans la base duale {loq, lui, . . . , uj'j}, on pent ecrire 9i, 62 et 9^ de la fagon suivante : 

D'apres le corollaire [J 6'i A (i^2 = et Oi A (i6'3 = 0. Ainsi : 

A°A2 — AjAj = 
— A} A3 = 

En supposant Aj = A2 = A3 = 1, on obtient Aj = A2 = A3, ce qui contredit le choix de 62 et 
^3 puisqu'ils sont independants modulo V4. 

3- ^"'(fl) ~ ^6,1- est isomorphe a I'algebre n6,3, I'algebre de I'exemple 13.21 avec 5=1 qui admet une 
structure complexe. 

Dans [5], I'algebre 1X6,3 ^st definie dans la base {Xi, . . . , Xq} par : 

[Xl,X2] = X3, [XijX^] = X4, [Xi,X4] — Xq, 

[X2,X3] ~ —X5, [X2,X5] — ~Xq. 

Parmi la classification de Salamon, il s'agit de la seule algebre de Lie de dimension 6, quasi-filiforme qui 
possede une structure complexe. 
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